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UNE APPLICATION DU PERIODOGRAMME
ALAT. S F0

Par C. R. BURCH, B. A. et Ir. J. BLOEMSMA, Ing. E.S. E.

SOMMAIRE

Bien qu’il soit d'usage courant de considérer les appareils récep-
teurs en T. S. F. en fonction de leurs courbes de résonance, on consi-
dére généralement les signaux d'une part, les atmosphériques d’autre
part, comme des phénoménes se passant dans le temps. Dans les
représentations graphiques on rencontre, dans un domaine, portées
en abscisses, les longueurs d’onde ou les fréquences, tandis que dans
l'autre domaine on voit invariablement les phénoménes représentés
en fonction du temps.

Grace & 'apparell mathématique des équations différentielles du
second ordre a coefficients constants, on est arrivé a faire la théorie
compléte, ou a peu preés, des phénoménes a la réception. Aussi. dans
ce qui suit, nous ne nous proposons pas de donner une théorie nou-
velle. Tous les résultats que nous mettrons en ¢évidence ont déja été
obtenus par d’autres moyens.

Cependant, si nous offrons notre étude a4 la publicité, c'est pour
les raisons suivantes :

D’abord, elle a des avantages sur les théories connues, puisqu'elle
représente tous les phénomeénes a la réception d’'une fagon homogeéne.
Elle introduit les récepteurs au moyen de leurs courbes de résonance,
et elle considére également les signaux et les atmosphériques qui
agissent sur ces récepteurs comme décomposés en spectre de fré-
quences. IXn un mot, elle représente les phénoménes électriques par
leur périodogramme.

En second lieu, dés qu'on s'est un peu familiarisé avec elle, elle
donne a I'esprit un moyen simple et fécond de saisir physiquement
les pbénoménes, sans qu'on ait besoin de recourir aux équations dif-
férentielles du second ordre. qui sont souvent assez pénibles a dis-
cuter.

En dernier lieu, elle nous a amenés & une théorie nouvelle des

(‘) D'aprés un article semblable des mémes auteurs dans le Philosophical
Magazine, S. b, vol. 49, n° 290, feb. 1925, y communiqué par le Dr. W.-H Eccles,
F.R. S
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appareils limiteurs d’atmosphériques qu'on place souvent avant
I'appareil récepteur proprement dit, et dont on a bien remarqué
depuis longtemps que les avantages sont plutot illusoires. Notre
théorie, en mettant bien en évidence les causes principales de la géne
causde par les parasites, montre trés naturellement pourquoi on ne
peut, en général, s'attendre & un rdésultat appréciable avec un
limiteur. :

Pour bien montrer les possibihtés de la méthode, nous avons donné,
dans ce qui suit, les périodogrammes, avec lernoyen de les évaluer, des
formes d’atmosphériques qu'on rencontre le plus souvent, et des prin-
cipaux signaux Morse. Nous avons examiné la meilleure forme de la
courbe de résonance d'un récepteur, qui se trouve étre aplatie aux
pentes verticales, et nous avons discuté I'effet de la réception hétéro-
dyne. Nous avons aussi fait quelques remarques sur I’antenne ouverte
et le cadre au point de vue de la diminution des troubles causdés par
les atmosphériques. Le dernier n'a pas d’avantages sur le premier,
a part ses qualités directives, que nous ne considérons pas. Nous
avons démontré lexistence d'une valeur limite pour le rapport

signal
atmosphérique

qu1 ne peut étre dépassée.

[. — INTRODUCTION MATHEMATIQUE

C'est une expression presque vulgaire qui dit qu'une oscillation
non-périodique « contient toutes les fréquences ». Nous allons dans
la suite lwi assigner une signification quantitative, pour en tirer des
conclusions sur la facon dont les systéemes oscillants réagissent sur
une excitation apénodique.

Depuis que cette étude a ét¢ complétée, un hivre a paru qui traite
la méme question d'une facon trés rigoureuse (‘). Pourtant nous ne
nous bornerons pas seulement & y renvoyer le lecteur, d'abord parce
que cela nuirait & 'unité de cette ¢tude, et puis parce que notre
méthode quoique traitant le méme probléme, I'attaque d'une fagon
différente et plus simple. De plus, elle insiste sur quelques détails,
dont l'étude nous a amends a des applications pratiques intéres-
santes, voire les discontinuités de la fonction qui représente l'oscil-
lation non-périodique.

Que l'oscillation non-périodique soit donnée par E=£(¢), qu'elle

(*) Dr. A Koerts, Atmosphaerische Storungen 1n der drahtlosen Nachrich-
tenubermuttlung Hochfrequenztechnik. Band 1
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dure de f=0 a t—=+ , qu’elle soit finie et uniforme pour toute
valeur de f, que la fonction soit restreinte & un tyvpe qui peut étre
développé en série de Fourier, ceci impose des conditions a la fonc-
tion. Par exemple, il suffirait qu’elle et un nombre fini de maxima,
minima et discontinuités dans tout espace fini de ¢, et qu'elle diminue
vers t—=oo plus vite que f —*.

Alors le périodogramme de la fonction f existe comme la limite
d'une somme.

Définition. — Le périodogramme de E=f(t) est une fonction
complexe Xy=aq+1ibq

de f(t) et du paramétre ¢, définie par :
Xq= [ "f(t)cintdt

ol ¢ est la base des logarithmes népériens et i —=v\/—1;
X, dq représente en grandeur et en phase = fois la variation de E,
pour une variation dg de ¢ puisqu’on peut écrire :

(1) E= partie réelle de - /7 X, c=iatdg
[Xo?.dg=(a,*+ b,?)dg -

est égal & = fois la variation de ﬁw E?.4¢ pour une variation dg de ¢,

(2) et STEdt == /7 X ".dq.

On trouve les égalités (1) et (2) en traitant une fonction f, de durée
himitée ¢, sclon la mdéthode indiquée par Fourier et en vy faisant
ensuite {; = oo.

Par définition une fonction détermine sans ambiguité son pério-
dogramme. De (2) 1l rédsulte aussi qu'un périodogramme n'a qu'une
seule fonction correspondante. Fn effet, il est facile & voir que si deux
fonctions différentes avalent le méme périodogramme, il existerait
une fonction E; qui serait la différence des deux, et dont le périodo-
gramme serait égal 4 o pour toutes les valeurs de ¢q. Mais alors
selon (2)

[w Ez.dt=o

et E;=o0 pour toute valeur de t. Les deux fonctions sont donc iden-
tiquement cgales.
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Le sujet a été traité par lord Rayleigh (*). 1l démontre que, quand
une fonction a un certain périodogramme, et qu'on fait subir & la
fonction une opération qu'on appelle si bien en anglais: « smoothing »,
ce sont les X pour les grandes valeurs de ¢ qut disparaissent. Par
contre, si on opére de la méme fagon sur le périodogramme.on annule
la fonction équivalente f pour les grandes valeurs de t. « Smoothing »
veut dire fuire disparaitre les aspérités.

Dans les problémes de T. S. ¥., E pourra reprdsenter toute gran-
deur ¢lectrique (force ¢électrique, courant, charge). Quand on veut
employer la notion du périodogramme pour en déduire l'allure d une
quelconque de ces grandeurs Q dans un systéme oscillant, il est
indispensable de considérer en méme temps une autre fonction
complexe :

Yq1)=xq+ 1yq

des constantes du circuit et du parameétre q.

Définition. — Nous ne considérerons que des systemes qui ont
pour toute oscillation libre possible, un facteur d’amortissement fini
et positif. Dans ces systémes, alors Y, k) est détini de telle sorte
que si I était périodique, et égal & la partie réelle de I;.:29¢, Q dans
la branche du systéme qu’on veut considdrer, qui n’est pas ndécessai-
rement celle dans laquelle E agit, serait, aprés un temps infini, repré-
sentd par la partie réelle de : Y, . Fyztat.

Par exemple, dans un circuit contenant «de la résistance, de la
self-induction et de la capacité (R. L. C.), si E est la tension induite,
et si nous désirons examiner le courant (Q) nous trouvons :

igC

Ye=1—¢T.CFiCR

Si1 E={(t), Q peut étre représenté par la

I ~o0 = ’
(3) partie réelle de = ./” e—int. X,. Y. dt.

Cette expression est difficilement abordable par 'anualyse, et ne se
préte pas bien au calcul numérique, surtout dans le cas, malheureu-
sement trop souvent fréquent en physique théorique, ol les formules
analytiques n’expriment pas exactement les conditions physiques.

() Remarhks concerning Fourier s theorem as applied to Physical problems
Phil. Mag., vol. XXIV, 1912, pp. 8t4-8
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Bien que cette difficulté puisse oter presque tout son intérét & I'inté-
grale (3), I'expression motns générale

~oo ) ~ o0
(4) SrQudt=1 [ 5 Y% de

nous sera toujours une base pour le calcul numérique.

On déduit (3) et (4). de la méme facon que celle qui a été indiquée
pour (1) et (2), en les considérant comme des formes limites des déve-
loppements en série de Fourier ordinaires. On considére ordinaire-
ment en analyse une fonction durant de —t, jusqu'a +- ¢,. Si main-
tenant on impose la condition que la fonction soit nulle de — t; 4 0 et
qu'ensuite on fasse croitre ¢, infiniment, on obtient (3) et (4).

En calculant Q, dans ce cas, 1l est seulement nécessaire de consi-
dérer l'intégrale particuliére (vibration forcée), puisque la fonction
complémentaire (vibration libre) a du s’annuler pendant l'intervalle
de —t, & zéro, quand t, = .

N. B. — /;w Q? dt est une quantité importante en physique.

Souvent il suffit de la connaitre pour avoir tous les renseignements
utiles sur la quantité Q. Par exemple, elle représente l'effet intégral
de tout détecteur qu suit la lo1 du carré (cristal ou détecteur & triode
sans hétérodyne), ou bien la quantité de chaleur dégagée dans une
résistance, et par suite la déviation du spot dans un galvanométre
balistique & thermocouple.

On peut déduire un résultat général de (3). Si deux ensembles
de L. R. et C ont un Y, 1dentique dans une branche particuliére pour
toutes les valeurs de ¢, Q dans cette branche est, dans les deux cas,
identiquement la méme fonction de ¢, si la cause E est la méme. Il
n'est pas important de voir comment cette égalité de Y ¢ est obtenue.

En particulier, pour deux circuits simples (1) et (2), L,, C, R, et
L., Cs, R, avec inductance mutuelle M, le courant produit en (2) di
au voltage I induit en (1) est identiquement le méme que celui qui
serait produit en (1) si le voltage E était induit en (2), et cela tout a
fait indépendamment des valeurs de L, Ry, C,, L, R,, C,, M.

On peut aller plus loin dans I'interprétation du résultat.

Dans le cas de trois circuits couplds par induction mutuelle, une
variation de tension dans le premier produit un courant dans le
dernier. Réciproquement, la méme variation, agissant dans le dernier
carcuit, produirait un courant dgal au précédent, dans le premier
circuit.

Le courant, dans le dernier circuit d’'une chaine de circuits réunis

*%
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par couplages inductifs infiniment laches, n'est pas changé en inter-
changeant des ¢éléments de la chaine, et reste égal & lui-méme sion a
soin de ne pas changer le produit (infinitésimal) des inductions
mutuelles.

Nous avons vu que /;wQ?dt mesure l'effet intégral dans un

récepteur de T. S. F. Nous aurons recours & l'expression (4) pour
calculer l'effet d’atmosphériques et de signaux Morse sur un appareil
de réception. Pour cela, nous examinerons les différentes expres-
sions analytiques qui peuvent représenter ces actions électriques, et
nous allons déterminer pour chacune d’elles X q en fonction de la
pulsation q.

II. — PERIODOGRAMMES DE DIVERSES FONCTIONS ANALY-
TIQUES, REPRESENTANT LES EXCITATIONS LES PLUS
COURANTES EN T. S. F.

a) Atmosphériques. — Pour pouvoir comparer I'effet & la récep-
tion de différentes formes d'excitations, il faut les rapporter a4 unec
base commune.

Cette base pourra étre /:OE.dt ou bien [)w E*.dt puisque selon

les circonstances on aura intérét 4 comparer des charges égales ou
des énergies égales. Pour cette raison, dans la suite nous explici-
terons dans tous les cas ces deux intégrales.

1. L’excitation apériodique ordinaire . E=E,.:—*, durant
de t=0 &4 t=-+ .

4 E. dt—-E—", S Ed t—l—

E?

Quand ¢ croit indéfiniment, |X,* diminue comme ¢— (fig. 1 et 11).

I~

Ce

|X'1|? —

{ — v ] o030 00040 Joa.
Fig. 1
E — 851 =1 e _ volt. sec)
= -85 ¢ sec. G= ’ Ed = const. | — 5

.

a = 2% % =785
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2. E=E,(e=*t—¢—22¢) (fig. 2), durant de t =0, & t =4 .

~o0 E JE?
Sy Edt=22; / B de=—2,

2,2
FErausTg 8 1)

Quand g croit indéfiniment, | X, diminue comme q*.

quP:

3. E=E,.at.:- *t (fig. 3), durant de t =0, t =+ .

e E,. E,
S, Edt+— / bZdt—H.
a I‘ao

Xy = o (Bg. 1),

Quand g croit indéfiniment, |X,? dimmue comme g—+.

P

00030

ol
i
B |
&
w
13
[¢]

4. La demi-sinusoide isolée : F.=E, sin pt (fig. 4), durant de ¢t —o,

L
at=—-
p

X«qle ==

(" —p*)?

uand g croit indéfimiment, |X* diminue comme g —4.
q| q
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g 4.

—1
= 785 sin 1576t <ec - p=5wr= 1576.

o

5. L'atmospherique qui, selon Moullin (), serait sans effet appré-

ciable sur le récepteur : E:Eo(smpt—ésm3pt> (fig. 3), durant

det=o0. a t—=—.
b

A cos deux instants toutes les dérivées de la fonction sont nulles
jusqu'a la troisieme.
© 6 E ~ E?
[=par="23F  [opar=;2:2
~ qp J° 27 P
256 p Iy cos’ ;- %
ol (q2__ p?)l (q?_gp2)2

Quand ¢ croit indéfimiment, |X4* diminue comme q—>

X (fig. 11).

Fig 5.

: = 1
= I% 1576 (sm 1370t — g8 4728t) .

Ol

6 Pour bien mettre en évidence effet de la disparition des déri-
vées de la fonction au commencement et a la fin, en 1llustrant Veflet
de « smoothing », dont nous avons parié plus haut, nous considé-

MJ 1 IF E. n 328, avrl 1924, vol 62, p. 3 E B Moullin, M, A Atmos-
pherics and their Effect on Wireless Receivers
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rerons une autre fonction ou cette disparition a été poussée plus loin
encore, ¢'est-a-dire jusqu’a la cinquiéme dérivée.

E=E,[:smpt—ésin 3pt+II—Osm C)pt] (fig. 6)

durant de t=04a t=

_1 28 E, T -
STk de= f Erde= =3 P.

';842 pao Eg COS’2 l(_/__
(qz_Pz)z (qe___gpz)z (‘1 _ 25}’2)2 (ﬁg. I1).

Quand g croit indéfiniment, | X4* diminue comme g—3.

lA

Xq2=

4 / \

o9 /

000 QAN 2w
Fig. 6.
E Ao = 1 1
c=uB (sm 300+t —5sin 1500+t + oS 2500..t) .

7. L’onde sinusoidale amgprtie exponentiellement :
E=E, —*t.sinpt (fig. 7).
durant de t =0, a4 t = + .

SoEdt==L Ey TR e

e
=-—:—Ij—7 E02
P 47 (p*42%)
X, — P‘Z ‘02

q :(zz—q?+p2)?+4121)?'

Quand ¢ croit indéfiniment, |X,;? diminue comme g =+,

Soc
§

- o T sero PR Y —— 2} jﬂ.
\-/ e
Fig. 7.
E = —207 ¢ . —1
E: 1,20 X 9707 X & sin dooTt sec
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Le périodogramme considéré ressemble beaucoup & la courbe de
résonance d'un circuita R. L. et C
|X¢* @ un maximum pour g’ = p* — a®.

" 8 - Y
Si on dernit a=p >+ la forme du périodogramme au voisinage

de g= go= p(') est donnée approximativement par :

8 2
Xp+ap (_)

©) D (Ap) (6\?

ol 8 est supposé trés petit par rapport a2 3 <<<2=.

Cette formule rappelle les formules de Bjerknes, Brandes, Man-
delstam et Papalex: pour les ondes amorties agissant sur un circuit
a R. L et C. Ces formules imphquent aussi un décrément trés faible.
Nous aurons, dans la suite, encore l'occasion de parler de cette
ressemblance. C'est également en vue d’usage ultérieur que nous
indiquons ic1 que, dans ce cas :

Xpff 1 2=
[TEat 8P
8 E=E; :=*t.cospt (fig. 8), durant de t=0, & t = + .
- o 2
TEdt=—mn by fTE de= 2B TP i
_/0 p2+a2]°’ / E dt (P+ ?)
X, (= +¢°) k!

(a2+q P)?+4a?P2'
(/" diminue comme ¢—2.
Ici aussi on pourrait obtenir I'équation (3).

Fig 8
E 2T
= 1250~ ¢ . cos Boont . sec

(') = trés peu différent de.
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9. L'onde sinusoidale amortie linéairement : E=FE, (x— 3t)sin pt,
durant de t —=o a t=§—.

Si nous introduisons p=m{= ce qui revient a dire que I'onde
contiendra m demi-oscillations :

o) E, o . 2p® — 32
STRat= [Crrar=ry 220

12p p’
8‘2 Z_g .
=Eg -:_m_’%=:_1; E(m>>1).

24mmp
: q
sintTm —
AT, o N7
)&q":(-é}?l_-;—.‘,)z. 1—4])(].?})5) cosant 4

2,2
+§P—q¢;|il—cosﬁmq cosmn}
( ) p

Quand g croit indéfiniment, |[Xg? diminue comme ¢—.
Pour g=p:
XpS  _3zmm 4='m’41_ 3am
/”-wE’.df 2p "8a*m?—3 4p

Pour une onde sinusoidale amortie exponentiellement, la méme
2=
quantité est 3 (vorr 7).

Donc, s'il est vrai, comme on I'admet quelquefois,que la résistance
d’un éclateur augmente pendant la durée de la décharge aie telle sorte
qu'on puisse considérer I'amortissement total du circuit comme
densité de I'énergie a pulsation p

énergie totale
serait le méme si I'éclateur conservait sa résistance initiale, mais si

lindaire et non exponentiel, le rapport

8
le décrément § du circuit était multiplié¢ par 3- A énergie dégale le

rapport :
.2
|)\))| amottissement hinéaire _37718

Ikplzamorlhwmcnt evponentiel 8

Et si les deux ondes coincident au commencement (t=o0)mé=—1
¢e qui prouve ce ue nous avons dit.

10. Le trouble intense de durée infiniment courte (high frequency
ripple) : E=0 excepté entre t=o0 et {=-= (limite 1=0)
[TEdt=1; ["E dt=w.
[XqlP =1





